-k
&Laboratoire LARHYSS - www .larhyss.org Dimensionnement d’une conduite en charge de forme trapézoidale
Par Bachir ACHOUR

Considérations théoriques/Exercice n° 1
1) Définitions

Soit la conduite en charge de forme trapézoidale représentée par la figure 1. Elle écoule un débit volume
Qd’un liquide de viscosité cinématiquel/, sous un gradient de la perte de charge linéaire J. Sa paroi
interne est caractérisée par la rugosité absolue&. La conduite est définie par ses dimensions linéaires
horizontales @etb, par sa dimension verticale Y ainsi que par ’angle d’inclinaison & de sa paroi latérale
par rapport a I’horizontale.

a |
Y
a |
b —
Figure 1 : Schéma de définition de la conduite en charge de forme trapézoidale
Posons :
m=cotg(a) (1)
L=bla ()

La géométrie de la conduite permet aisément de montrer que :

Y 1

== 3)
a-b 2m
La relation (3) peut étre réécrite sous la forme suivante :
mYy 1-p3
— = “4)
a 2

Les configurations géométriques considérées sont toutes définies par 5 <1, ou bien, selon la relation (4), par

<2 ©)
2

Notons que [3=0correspond au cas limite d’une conduite en charge de forme triangulaire (0 =0).
PourM=0, correspondant aa@ =90°, la forme trapézoidale de la conduite se transforme en une forme

rectangulaire.
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2) Caractéristiques de la conduite

Les caractéristiques de la conduite sont, en particulier :

e L’aire de la section mouillée A, soit :

a®-b?
T

A (6)

ou bien:

A= a2 (1_'32) 7)
4m

¢ Le périmetre mouillé P, soit :

p:a+b+—(a_b)\/1+m2 ()

m

ou bien :
P=a 1+ﬂ+—(1;n'8) V1+n? )

Posons :

C, =1+m? +1 (10)

La relation (9) s’écrit aussi :

P=a[C ~(C,-2)5] (1)
*  Le diametre hydraulique D, = 4A/ P, soit :

_a(-p)
On = m[C,-(C,-2) 8]

(12)
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3) Modéle rugueux de référence de la conduite
3.1) Caractéristiques du modeéle rugueux de référence

Le modéle rugueux de référence de la conduite en charge de forme trapézoidale est schématiquement
représenté sur la figure 2. Il est défini par les dimensions linéaires horizontales@etb, par la dimension

linéaire verticale Y et par I'angle d’inclinaison @ de ses parois latérales par rapport a 'horizontale, égal a
celui de la conduite.

Le modeéle rugueux de référence écoule le débit volume Q, sous le gradient de la perte de charge linéaire J,

d’un liquide de viscosité cinématique V.

Les caractéristiques du modele rugueux de référence sont régies par des relations identiques a celles que
nous avons précédemment établies, en particulier les relations (7), (11) et (12). Ainsi :

e L’aire de la section mouillée Aest:

A=a (13)
4m
* Le périmetre mouillé P s'écrit :
P :E[Cl—(cl —Z)Z’] (14)
* Le diametre hydraulique Hh s’exprime par :
—(, =2
5. A7)
D, = = (15)
m[C,~(C,~2) 8]
a —_—
Y
N\
m a i
[ b :
Figure 2 : Schéma de définition du modele rugueux de référence de la conduite en charge
de forme trapézoidale
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3.2) Relation régissant I’écoulement dans le modéle rugueux de référence

La relation régissant I'écoulement dans le modeéle rugueux de référence d’une conduite en charge de forme
donnée s’obtient en ayant recours a la relation de Darcy-Weisbach (Achour, 2007, Calcul des conduites et canaux
par la MMR, Tome 1 : Conduites et Canaux en charge, LARHYSS/Edition Capitale, 610 pages) :

= 1 P
T 1o

Compte tenu des relations (13) et (14), la relation (16) devient :

S zﬂs[cl—(cl—Z)Z’} 7 (17)

w ]

La relation (17) permet de déduire que :

15

C.-(C,-2)B| [ m*Q

2(1—7}2) gJ

2/5

a= (18)

Introduisons, pour simplifier 1’écriture de la relation (18), le débit relatif :

. 32
Q=12 (19)
Jola

La relation (18) devient alors :
__,\32
_ 2-F)
= —12
[C1 h (Cl - 2) ,3}

(20)

La relation (20) constitue la relation régissant I'écoulement dans le modeéle rugueux de référence de la
conduite en charge de forme trapézoidale.

La variation de Q (

,3), selon la relation (20), est représentée graphiquement dans le systeme d’axes de

coordonnées a divisions cartésiennes de la figure 3 pour diverses valeurs de 'angle O .

La figure 3 révele que pour une valeur fixée de I’angle @ et pour les valeurs croissantes du parametre (3, le

débit relatif Q augmente dans un premier temps, puis diminue dans un second temps en passant par un

maximum. Notons également que les valeurs maximales du débit relatif Q s’obtiennent pour de faibles

valeurs de,E et dépendent exclusivement de 'angle @ et donc deC, .
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Figure 3 : Variation de Q ( ,3) selon la relation (20), pour diverses valeurs de 'angle &' .

3.3.) Débit relatif maximal

*

En égalant a zéro la dérivée premiere de 6 par apport é,ﬁ (Relation 20), il est alors possible de définir la

relation fonctionnelle E| =4 (6 = 6 max.), ou ,a désigne « Elimite » eta max, €St le débit relatif maximal.
Ainsi, en vertu de la relation (19), dé / d,? = Omene a I'équation du second ordre suivante :

. 6C, - 1
——— 11 pB4+-=0 21
71 75(c-2)" 5 2D

La racine réelle de I'équation (21) est :

2 _3C,-2/C7+5C, -5

| 5(C,-2) (22)

Selon la relation (20), il est évident que :
—5\32
_ (-7
Q = — 12
[Cl - (C1 - 2) ,B| }

max.

(23)

3.4.) Relation explicite E(@)

*

La relation (20) montre bien que le parametre [ est implicite vis-a-vis du débit relatif Q . En ayant recours

au théoréme de Lagrange, il est possible de déterminer la solution exacte SB(Q )lorsque ce théoréme est

appliqué a la I'équation (20). Cependant, cette solution se présente en termes d’une série illimitée qui, de ce
fait, ne présente aucun intérét pratique lorsqu’elle est destinée a 'usage de I'ingénieur.
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Afin d’exprimer une relation pratique 3(6 ), adoptons la démarche suivante :
En élevant a la puissance 2/3 les deux membres de 1’équation (20), il vient que :
13[4 _ 32
Q = —7 (24)
[01 a (C1 - 2) ,8]
Cette derniere relation peut également s’écrire :
34 72
Q = 7 (25)
C-2\5
ol 52|
C,
ou bien :
3 Vi
Q =z 73 (26)
1 C.-2|5;
1-| 2|8
C
Il est aisé de montrer que pour toute valeur de Met de ,E :
C-2\5
172 1 5<q 27)
C,
Par un développement limité approprié d’ordre 2, nous pouvons écrire que :
/3 — —2
(c-2)=| . (CG-2)B |(Cc,-2)8
1 Ll =1 (28)
C, 3C, 3C,
Posons :
. (G -2
C = —( 1-2) (29)
3C,
La relation (28) s’écrit alors plus simplement sous la forme :
C -2 U3
- = * o +—=\2
1-| =2 Ll =1-C ,8—(C ,8) (30)
C
Tenant compte de la relation (30), la relation (26) s’écrit :
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—a3 [ 2 = (1_;’2)
? e T (o o

Le débit relatif 6 est donc tel que :

— 32
—_[2 1-B
R =i =i~ (32)
C/|1-C'g(1+C )
Posons encore, par souci de simplification d’écriture :
_— —_— C
9=Q .5 (33)
2
En tenant compte de cette derniére relation, la relation (31) s’écrit :
c E] 2/3 E] 23 1
_2 —_— —
B - *2—2/3'3+ *2—2/320 (34)
1-C“q 1-C“q

La relation (34) montre que le parametre [est régi par une équation du second ordre dont la seule racine

réelle a retenir est :

» —2/3
gl
ﬂ:

«—213\? —2/3 «p =203
o )+4(1—q )(1—0 q )

2(1—C*ZE|2/3)

35)

La relation (35) peut étre appliquée avec une excellente approximation pour toute valeur de

B <leta <75, touchant ainsi une large gamme de cas pratiques.

4) Cas particulier du profil en charge de forme triangulaire
4.1.) Caractéristiques du modéle rugueux de référence

Certaines propriétés de la conduite en charge de forme triangulaire peuvent étre d’un grand apport dans le
dimensionnement de la conduite en charge de forme trapézoidale.

Le modele rugueux de référence du profil triangulaire en charge écoule le débit volume Q, et il est

caractérisé par deux dimensions linéaires, 'une horizontale @, et I'autre VerticaleYt, ou l'indice «t »

désigne la forme triangulaire. Ce profil est schématiquement représenté sur la figure 4.
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a

Figure 4 : Schéma de définition du modéle rugueux de référence de forme triangulaire

On considere un modele rugueux de référence de forme triangulaire dont le gradient J de la perte de charge

linéaire ainsi que le parametre Msont les mémes que ceux du modele rugueux de référence de forme
trapézoidale.

L’aire de sa section mouillée A ainsi que le périmetre mouillé P du modéle rugueux de référence de forme

triangulaire sont respectivement donnés par les relations (13) et (14), pour S=0 :
—2

A= 4

= 36
4m (36)

R=Ca (37)

L’écoulement dans le modele rugueux de référence de forme triangulaire est régi par la relation (16) qui
s’écrit :

1 R

J= 38
28¢ gs ' (%8)

[EEN

Tenant compte des relations (36) et (37), la relation (38) devient :

J =§%§2
Ia
4m
soit
p— 3 —_—
J= ZmEls ¥ (39)
ga

En introduisant le débit relatif :

32~
* m Qt

Q =—7— (40)
NLRE?
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la relation (39) permet alors d’écrire que :
Q= [ @)
. =, =
Cl

*

Ainsi, le débit relatif Q, ne dépend que du parametre C, et donc de M. Ce résultat aurait pu étre obtenu en

considérant la relation (20), pour,ﬁ =0.

En vertu des relations (33) et (41), il est donc possible d’écrire, pour le modéle rugueux de référence de forme
triangulaire, que :

g =1 (42)

4.2.) Comparaison avec la conduite en charge de forme trapézoidale

Les modeles rugueux de référence des conduites en charge de formes triangulaire et trapézoidale sont

caractérisés par le méme gradient J de la perte de charge linéaire ainsi que par la méme valeur du
parametre Met donc de celle de I'angle d’inclinaison & et deC, .

En comparant les relations (33) et (42), régissant respectivement le profil trapézoidal et le profil triangulaire,
il est bien évident que si celui-ci écoulait un débit volume :

@ =\/€15 (43)

alors nous pouvons écrire que :

3 -~ a (44)

Autrement dit, lorsque le modeéle rugueux de référence de forme triangulaire écoule un débit volume égal a

+/C, fois le débit volume écoulé par le modele rugueux de référence de forme trapézoidale, sa dimension

linéaire horizontale &, serait égale a celle @du modele rugueux de référence de forme trapézoidale.

Tenant compte de ce résultat, la relation (40) s’écrit :

o z%%Q J_

soit :
6* _ mslzé _
JoJa

La dimension linéaire horizontale @ du modele rugueux de référence de forme trapézoidale s’écrit alors :

(45)

olé
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3252 )
22| MG Q. (46)
2gJ
Le parametre ade la relation (33) devient :
g=¥2 [
c V2
soit :
a 1 47)
Ny

Exercice n°1:
Soit la conduite en charge de forme trapézoidale représentée par la figure 1. Utiliser la MMR ainsi que les
considérations théoriques ci-dessus présentées pour déterminer les dimensions linéairesDet Y de la

conduite considérée.

On donne :

Q=0,399m*/s; a=16m; J=10";0 =45 (m=1) ;£=10"m;v =10"°n’/s

Solution

i. Calculons le parametre C,, en vertu de la relation (10) :

C, =v1l+ m?+1=/1+17 +1= \/E +1=2,41421356
ii. Calculons le parametre C’, conformément 2 la relation (29) :

o = (C.-2) _ (2414213562
3C, 3% 2,41421356

=0,05719096

iii. Selon la relation (47), le parametre E]est :

-_ 1 1

= = = 0, 64359425
TS 24142135

iv. Le modele rugueux de référence de la conduite trapézoidale considérée est caractérisé par le gradient de

la perte de charge linéaire J =J et écoule le débit volumea = Q. Selon la relation (46), sa dimension

linéaire horizontale a@est donc :
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VL.

~ (mic?a?) (mic2@2)®  (1°x2,41421356%x0,399° |
a=| M | oMY ) o ! o = 2,16251751m
293 294 2x9,81x10

Calculons le param‘etre,?, par application de la relation de la relation (35) :

=203 . —23\2 —23 vy 203
Cq + (C q ) +4(1—q )(1—C q )
2(1_C*2612/3)

B=

avec:

2/3 213
q°° = 0,643594252° = 0,74543212
C'q =0,05719096% 0, 74543212 = 0,04263198

C'2q°" =0,057190962 x 0, 74543212 = 0,00243816

Ainsi :

0,04263198 +,/0,04263198" + 4x (1- 0,74543212) x (1- 0,00243816)

= 0,52698322
2x(1-0,00243816)

B=

Les caractéristiques du modéle rugueux de référence de la conduite considérée sont, en particulier :

L’aire de la section mouillée A, telle que, conformément a la relation (13) :

—2
1-8 ) _ 2
2 ( = 2162517512 x (1-0,52698322°)

=0,8444425m?
4m 4x1

A=a

Le périmetre mouillé P , tel que, en vertu de la relation (14) :

P=alc-(c.-27]
=2,16251751x% [ 2,41421356 - (2,41421356 - 2) x 0, 52698322] =4,74873699m

Le diametre hydrauliqueﬁh = 4A/ P, soit :

Hh =4x0,8444425/ 4,74873699 = 0, 7112986 m

vii. Le nombre de Reynolds R de I'écoulement dans le modele rugueux de référence est :
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R=2Q-_ 4X0399 __ 3509365
Pv  4,74873699x10

viii.Le coefficient de correction des dimensions linéaires {// est par suite :

R -2/5
elID, 85
=1,35| -lo o+
vt [ g(4,75 RH

-4
2135x{_|og(10 /07112085 85

2/5
=0, 75604689
4,75 336089, 365

ix. Si l'on affectait au modele rugueux de référence de la conduite considérée la dimension linéaire
horizontale :

a=aly =1,6/0,75604689 = 2,11627085m

alors son parametre [ serait égal & [3 de la conduite considérée ( B = ,8) .
Le débit relatif Q correspondant a cette nouvelle dimension linéaire est, selon la relation (19) :

—_m?Q _ mQ _ 1%2 % 0,399

Q= = = = 0,61831569
\/ gJa \/ gd(aly)’ \/9,81x107%x2,11627085°

Xx. Le parametre (est, en vertu de la relation (33) :

q=Q % = 0,61831569x%, /&221356 = 0,67933363

Calculons :

2

q =0,67933363" = 0,77277917

C'q =0,05719096% 0, 77277917 = 0,04419598

C'2q°" =0,057190962 x 0, 77277917 = 0,00252761

xi. Ainsi, le parametre [3 de la conduite considérée est, en vertu de la relation (35) :

« — 213
Cq +\/
ﬂ_

. —213\? —2/3 «p 203
o )+4(1—q )(1—(: q )
2(1_C*262/3)
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Soit :

_ 0,04419598 +,/0,04419508" + 4 (1-0,77277917) x (1~ 0,00252761)

=0,4999483 10,5
2x(1-0,00252761)

x1i. Les dimensions linéaires recherchées sont donc :
+ b=af, selon la relation (2), soit :

b=16x%0,5=0,8m

L)

=a————, selon la relation (4), soit:
2m

Y :l6xw =0,4m
2x1

xiii. Vérification des calculs

a) Darcy-Weisbach

Vérifions les calculs en déterminant, pour les dimensions linéaires calculées, le gradient J de la perte de
charge linéaire selon la relation de Darcy-Weisbach :

f 2
=— Q > (48)
D, 20A

» L’aire de la section mouillée Aest, selon la relation (7) :

A= aﬁw =1,6° xw =0,48m’
4am 4x1

* Le diametre hydraulique D, est, conformément a la relation (12) :

a(1- ) 16x%(1-0,5°)
= = = 0,54369821m
m[C,~(C,-2) 8] 1x[2,41421356~(2,41421356 - 2)x0,5 |
»  Le coefficient de frottement f de la relation (48) est, selon la MMR :
5 5
f = w_ = M =0,01543916
16 16
Ainsi, selon la relation (48), le gradient J de la perte de charge linéaire est :
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_f Q@ _001543916 0399 _, 5
D, 2gA>  0,54369821 2x9,81x0,48

Il s’agit bien de la valeur de J donnée a I'énoncé de ’exemple d’application considéré.

b) Formule générale du débit volume

Selon Achour et Bedjaoui (Achour and Bedjaoui, 2006, Discussion, Exact solutions for normal depth
problem, Journal of Hydraulic Research, 44, 5, 715-717) :

=—4J_A\/_|og[£mh 10, 04j (49)

14,8 R

R, désigne le rayon hydraulique. Dans la relation (49), le nombre de Reynolds R s’exprime par :

R=322 —VgVJRf

La relation (49) est applicable a toutes les formes usuelles de conduites et couvre I’ensemble du domaine
turbulent du diagramme de Moody.

(50)

Le rayon hydraulique R, est:
R, =D, /4=0,54369821/ 4 = 0,13592455m

Le nombre de Reynolds ﬁ est, selon la relation (50) :

-3 3
R=32/2Y%" R“ = 32x+/2 V9,81x10 1’;_2 13592455 _ 24618925

Ainsi, le débit volume Q est, en vertu de la relation (49) :

- 10/ 0,13592455 10,04
= -4x./2x9,81%0,48x4/0,13592455%x10 xlo ’ + ’
\/ g( 14,8 224618, 925}

=0,39908449m’ / s (10,3991m’ / s

Ainsi, le débit volume calculé selon la formule générale correspond bien a celui donné a 1'énoncé de
I'exemple considéré.

¢) Formule de Chézy

Selon Chézy, le débit volume Qest :

Q=CA/RJ (51)
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ou C ( m® / S) est le coefficient de résistance de Chézy. Selon la MMR, celui-ci est donné par :

8,2
C= ¢'5lzg (52)

soit :

_ 8x./2x9,81

= 7oeoseeg ~ (L290409m /ST /s

Le débit volume Q serait donc, selon la relation (51) :

Q=CA{/R,J =71,296409x0,48x \/ 0,13592455x10°° = 0,39898618m*/ s [10,399m’ / s

1l s’agit bien de la valeur du débit volume Q donnée a I'énoncé de 'exemple d’application considéré.
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