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Exercice n° 2

Soit la conduite en charge en forme de vofite représentée par la figure ci-dessous. Elle écoule un débit
volume Qd’un liquide de viscosité cinématiqueV, sous un gradient de la perte de charge linéaire J . Sa

paroi interne est caractérisée par une rugosité absolue £ . La forme de la conduite est définie par le parameétre
de forme/) =Y / D, ou Y est la hauteur de la conduite et D est le diametre du toit votité.
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a) Exprimer les principales caractéristiques de la conduite.

b) En ayant recours a la MMR, donner I'expression de la dimension linéaire D du modele rugueux de
référence de la conduite considérée.

c) Déterminer la dimension linéaire verticale Y, pour les données suivantes :

Q=4m’/s; D=145m; J=6.10"; £=0,0015m ; v =10°m*/s
d) Pour la dimension linéaire Y ainsi obtenue, vérifier les calculs en déterminant :
i. Le gradient Jde la perte de charge linéaire selon DarcyWeisbach.

ii. Le débit volume Q par application de la relation générale.
iii. Le débit volume Q par application de la formule de Chézy.
Solution

a) La conduite en charge étant caractérisée par les dimensions linéaires Y et D, l'aire de la section
mouillée Aest la somme de l'aire de la section rectangulaire de hauteur (Y —D/2)et de la

largeur D, et de I'aire de la section semi-circulaire de diametre D . Ainsi :
A=(Y-D/2)D+nD?/8

soit :

A:D2(1—1+7—TJ (1)
D 2 8

En désignant par C;, la constante :
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C, = 1(1—’—Tj =0,107300918 @)
2\ 4
la relation (1) s’écrit :
A=D*(n-C,)) 3)

Le périmetre mouillé P s’obtient en faisant la somme du périmétre de la partie rectangulaire de la
conduite et de celui de demi-cercle constituant le toit votité, soit :

PZZ(Y—EJ+D+E

2 2

soit :

P:ZD(/7+77:) )

Le diametre hydraulique D, =4A/ P est par suite :

2 —
p, =42-(7C)
2D(/7+ 4)
ou bien :
D, = 2D—(,7_C°) (5)

)

La MMR (Achour, 2007, Calcul des conduites et canaux par la MMR, Tome 1 : Conduites et Canaux en
charge, LARHYSS/Edition Capitale, 610 pages) se base sur la formule bien connue de Darcy-Weisbach.
Appliquée au modele rugueux de référence, celle-ci s’écrit :

- 1 P=2
J=—— 6
12 ngQ ©

L’aire Aet le périmetre mouillé P du modéle rugueux sont donnés respectivement par les relations
(3) et (4) de sorte que :

—_— _2 —_—
A=D'(n-C,) %
= — (= T
P=2D|n+= (8)
4
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En tenant compte des relations (7) et (8), la relation (6) devient :
2D (ﬁ + ﬂj
J=— 4q
1289 [=2(7 °
g[D(n—CJ}
ou bien :
HIE
-_1 4)| Q
J= a — 3| T —5 ©)
(7-c,) L gD
Ceci permet de déduire que :
_ U5
_ | o+ N
D=|—4 Q. (10)

1) Admettons que le modele rugueux écoule le débita =Q, sous le gradient de la perte de charge
linéaire J = J et pour la dimension linéaire D = D.. Ces considérations impliquent que? ZY et que,

par voie de conséquence, I_7 # 7. La relation (10) devient alors :

- 1/5
- i
D= ,7+4 (Q_st (11)
— 3 J
64(n-C,) | \9

En introduisant le débit relatif :

Q

Q=Q =—= (12)
\gJD®
la relation (11) s’écrit alors, en termes adimensionnels :
7+
*2 _
- 4 3D 1 (13)
64(7-C,)
En adoptant le changement de variables :
X=n- Co (14)
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la relation (13) permet alors d’écrire que :
2 1+l 4) .
X3—QD x—( )QZ:O (15)

D
64 128
Nous obtenons ainsi une équation de troisieme degré en X, sans terme de second ordre.

Le discriminant de 1’équation (15) s’écrit :

A=3[4§\E/§J4[(1+ 71 4)633-Q; || (1+ 7/ 4)6V3+Q; | (16)

Nous pouvons ainsi conclure que si :
i, Q. <@+7m/4)6J3,alors A=0

Dans ce cas, la racine réelle de 1'équation (15) est :

?7_ ch(£13) (17)

ou I'angle [est tel que :

ch(p) = &* ”54)6&’ (18)

En tenant compte de la relation (14), il vient que :

7= Q}ch(/s/S) 19)

La relation (19) est la solution exacte de 1'équation de troisieme degré (13), lorsque le débit relatif

Q, est tel que Q, < (1+ 77/ 4)6:/3.
i. Q=@+l 4)6\/5, alors A<O

Dans ce cas, la racine réelle de 1'équation (15) est :

_ Q%
X = NG cos(S/3) (20)

ot I'angle [Sest tel que :

cos(p) = (L+ n(g4)6«/§ (21)
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En tenant compte de la relation (14), il vient que :

_ Q
=C,+—2-cos(B/3 22

La relation (22) est la solution exacte de 1'équation de troisieme degré (13), lorsque le débit relatif

Q; est tel que Q, = (L+ 77/ 4)6\/§

2) Les données du probléeme sont telles que :

Q=2 - 4 = 20,59348543 > (1+ 77/ 4)6+/3
JgID®  |/9,81x6.10™ x1,45°

Le parametre de forme /_7 est donc donné par les relations (21) et (22), soit :

(L+ 77/ 4673 _ (1+77/4)x6x/3

cos(p) = o 20,59348543 =0,900984054
ou bien : [ =0,44876395radian
Ainsi :

20,59348543

7=C, +-22_cos(B/3) = 0,107300918+

43

= 3,046520272

x c0s(0,44876395/ 3)

4x/3

Ceci permet de déduire que la dimension linéaire verticale Y du modéle rugueux de référence est :
Y =D7 = D =1,45%3,046520272 = 4,41745439m (04,417 m

Les résultats ainsi obtenus permettent de représenter schématiquement le modeéle rugueux de
référence et de le comparer a la conduite considérée (Figure 1 a et b):

2

n03,046>n | Y 04,417m

—| D=145m }—

—ID=D=145m—

Figure 1: Comparaison entre la conduite considérée (a) et son modéle rugueux de référence (b)
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Nous pouvons donc observer que le modéle rugueux de référence ainsi obtenu est beaucoup plus

allongé que ne I'est la conduite considérée, impliquant que/] >17.

3) Le diametre hydraulique D, ainsi que le périmetre mouillé P du modéle rugueux de référence

sont respectivement, en vertu des relations (5) et (8) :

_ n-C 46520272 - 0,10730091
D, :2Dg:2x145(3’0 6520272-0,107300918) = 2. 224404373m
(,7 + Zj (3, 046520272 + Zj

CE 25(77 +’747j =2xD x(/_7+’ﬂ = 2x1, 45><(3, 046520272+’ZTJ =11,11256346m

4) Le nombre de Reynolds de 1’écoulement dans le modele rugueux de référence est par suite :

R=2Q_4Q_ D -14398118
Py Pv 1111256346x6.10

5) Le facteur de correction des dimensions linéaires {/ est, selon la MMR :

R -2/5
elD, , 85
=1,35| - L+ 23
=13 -l 22422 @

Soit :

0,0015/ 2,224404373 N 8,5
4,75 14398118

-2/5
Y =1,35x% {— Iog( H =0, 788948655

La relation (23) couvre I’'ensemble du domaine turbulent du diagramme de Moody, sans aucune
restriction. Elle s’applique a toutes les formes usuelles de conduites et canaux, en charge et a surface
libre. La MMR montre que le facteur de correction {/ est, dans tous les cas, inférieur a I'unité.

6) Sil'on affectait a présent, au modele rugueux de référence, un diametre D égal a:

D_ 145

—=————=1,83788893m J1,838m
¢ 0,788948655

alors son parametre de forme /] deviendrait égal a celui de la conduite considérée, soit: /7 =17 .

La valeur du parametre de forme 1_7 =] est obtenue par la résolution de 1'équation (13) pour le débit

relatif :

Q=2 = 2 =11,38548952
JaI(D/y)®  /9,81x6.10" x1,83788893°
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Puisque 60 =11,38548952 < (1+ 77/ 4)6\/§, alors la racine réelle de 1'équation (13) est donnée par
les relations (18) et (19). Ainsi :

cn(g) =L+ 7 ABYV3 _ A+ 71/ 9 x6X3 _ ) cooe5a405
Q

11,38548952

D
soit :

£ =1,070357112 radian.

Par suite :

n=n= C,+ Q_|33 ch(f£/3) =0,107300918 + 11,38548952 ch(1,070357112/ 3)

43 4x+[3
=1,856365272 (11,856

La dimension linéaire verticale Y du modele rugueux de référence est :

Y= 5/_7 =1,83788893x1,856365272 = 3,41179318m [J3,412m

7) Ainsi, la valeur recherchée de la dimension linéaire verticale Y de la conduite considérée est :
Y =Dn =1,45%1,856365272 = 2,691729644m [12,692m V 03,412m

8) Tous ces résultats peuvent étre schématisés (Figure 2) a titre de comparaison entre les
dimensions linéaires de la conduite considérée et celles de son modéle rugueux de référence.

| 2

Y =2,692m
n 01,856

L n=n01856 |Y03412m

—| D=145m =

—{ DD1838m |—

Figure 2 : Comparaison entre les dimensions linéaires de la conduite considérée (a)
et celles de son modeéle rugueux de référence (b), pour la méme valeur du parametre de forme/}.
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d)

Vérifications des calculs

Selon la relation de Darcy-Weisbach, le gradient de la perte de charge linéaire J est:

f 2
=— Q > (24)
D, 20A
ou f désigne le coefficient de frottement. Celui-ci est donné par la relation :
5
16

Soit :

5 5
_ 4 _0.788948055 0,019103974

L’aire de la section mouillée Aest, en vertu de la relation (3) :
A=D? (/7 - CO) =1,45% x (1,856365272 - 0,107300918) = 3,677407803m° (13,677’

Le périmetre mouillé P est, selon la relation (4) :

p= 2D(/7 +’747j = 2x1,45x (1 856365272 +’747j = 7,661113962m

Le rayon hydraulique R, = A/ P est par suite :

R = 2677407803 _ sen009542m 010, 48m

~ 7,661113962
Ainsi, le diamétre hydraulique est :
D, = 4R =4x0,480009542 = 1,920168038m 01,92m
Ainsi, le gradient de la perte de charge linéaire J est, selon la relation (24) :

f Q> _ 0,019103974 4 0

- Fh 20A° 1,920168038 2x9,81x3,677407803°

1l s’agit bien de la valeur de J donnée a I'énoncé de ’exemple d’application considéré.

La formule générale du débit est, selon Achour et Bedjaoui (Achour and Bedjaoui, 2006, Discussion,
Exact solutions for normal depth problem, Journal of Hydraulic Research, 44, 5, 715-717) :
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14,8 R

el 10,04
Q=-4,29A/R, log[ Ry j (26)
R, désigne le rayon hydraulique. Dans la relation (26), le nombre de Reynolds R s’exprime par :

3
R=322 Y9 27)
v

La relation (26) est applicable a toutes les formes usuelles de conduites et couvre I'ensemble du
domaine turbulent du diagramme de Moody.

Le nombre de Reynolds R est, selon la relation (27) :

(03 ” 3
R=32/2Y3"% g R~ w3 ¥281x6.10 1;_2 480009542" _ 1154648,806

Ainsi, le débit volume Q est en vertu de la relation (26) :

Q=-4x%,/2x9,81x3,677407803x \/ 0,480009542x6.10™ x

log 0,0015/ 0,480009542 N 10,04
14,8 1154648,806

jD4,045m3/s

Nous pouvons conclure que la valeur ainsi calculée du débit volume correspond, avec un écart
relatif de 1,1% seulement, a celle donnée a I'énoncé de I'exemple considéré.

iii. Selon la relation de Chézy, le débit volume Qest :

Q= CW (28)

ou C(m°’5 / S) est le coefficient de résistance de Chézy. Le coefficient Cest lié au facteur de
correction des dimensions linéaires ¢/ par la relation (Achour, 2007, Calcul des conduites et canaux par
la MMR, Tome 1 : Conduites et Canaux en charge, LARHYSS/Edition Capitale, 610 pages) :

= (29)

5/ 2

Soit :

_ 8x,/2x9,81
0, 7889486552

=64,09403859m’° / s 064m™° / s

Le débit volume Qest par suite, selon la relation (28) :

Q =CA/R,J =64,09403859x 3,677407803x \/ 0,480009542x6.10* =4m*/ s

1l s’agit bien de la valeur du débit volume Q donnée a I'énoncé de 'exemple d’application considéré.
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